
 

 

   

  نقاط( 40التمرين الأول:  )    

I.  المعادلة ذات المجهول المركب  حل في مجموعة الأعداد المركبةz  : التالية

  2z 2 z 2z 4 0    

II. ركب  المسسو  اى  المعم  المتعادد و المتاان  المبارر نعتبر في المستوي الم , ,O u v

,السقط  ,C B A 1لواحقها عمى الترتيب 3 , 1 3B Az i z i        2  وCz . 

أ( بين أن :  -1
3

i
B C

A C

z z
e

z z







. 

 .ABCعين طبيعة المثمث  (  

عين دركز ونصف قطر الدائرة‌(‌ج C  المحيطة بالمثمثABC  أرس. C. 

طبيعة والعساصر الهسدسية لمماموعة الأ( عين  -2   السقط مجموعةM  دن

و التي تحقق   zالمستوي ذات اللاحقة  2 0z z zz  . 

تستميان إى   Bو Aتحقق أن السقطتين  (   . 

وزاويته  Aلسقطة الدوران الذي دركزه ا Rليكن  -3

3


. 

 . Rبالدوران  Bعين صورة السقطة  (أ 

عين  (  
Dz  لاحقة السقطةD  صورة السقطةC  بالدورانR  ث  استستج طبيعة

 .ABCDالرباعي 

عين صورة المجموعة  (ج    بالدورانR. 

  نقاط (40التمرين الثاني :) 

في الفضاء المسسو  اى  المعم  المتعادد والمتاان   O,i, j,k  نعتبر السقط

     C 5;4; 3 ,B 3;2; 4 ,A 1;4; 5   

 D 2;8;4  و الشعاع u 1;5; 1. 

xبيَن أنَ  (1 2z 11 0    دعادلة لممستوي ABC. 
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 الموضوع الأول



أكتب  تمثيلا وسيطيا لممستقي   (2 T  المار دن السقطةD  والموازي لمشعاعu. 

ليكن  (3 P  المستوي ذي المعادلةx y z 7  . 

بين المستويين  ( أ ABC  و P ستقي  يتقاطعان وفق الم   المعرف بالتمثيل

الوسيطي :  

x 11 2t

y 4 t ; t

z t

 


  
 

 

أثبت أن  ( ب T  و  . ليسا دن نف  المستوي 

تعطى السقطتان  (0 E 3;0; 4  و F 3;3;5ة . تحقق أن السقطE   تستمي إى   و

تستمي إى   Fأن  T. 

لتكن  (0 S  مجموعة السقط M x;y;z  ، دن الفضاء حيثME.FE   حيث

. 

دعادلة ديكارتية لمماموعة  جد بدلالة  (أ  S  َو استستج أن S  دستو يطمب

 تعيين رعاع ناظمي له .

حتى يكون  عين قيمة  (   S المستوي المحوري لمقطعة FE. 

  نقاط( 40التمرين الثالث ) 

 nu  بـ :  المعرفة عمى المجموعة
0u 2  ودن أجل كل عدد طبيعيn ،

n 1 n

2 1
u u n 1

3 3
    

أحسب  -1
3 2 1u ,u ,u. 

،  nا( برهن بالتراجع أنه دن أجل كل عدد طبيعي  -2
nu n 3 . 

n ،برهن انه دن اجل كل عدد طبيعي  ( ب n 1 n n

1
u u n 3 u

3
      ث  استستج

اتجاه تغير المتتالية  nu. 

n :nنضع دن أجل كل عدد طبيعي  -3 nv u n . 

برهن أن المتتالية  ( أ nv. هسدسية يطمب تعيين أساسها وحدها الأول 

، nبين أنه دن أجل كل عدد طبيعي  ( ب

n

n

2
u 2 n

3

 
  

 
nث  أحسب  

n
lim u


. 

نضع  :  -4

k n

n k

k 0

S u




   و
n

n 2

S
T

n
 



المجموع  nأحسب بدلالة  -
nS  ث  أحسبn

n
lim T


. 

  نقاط(  40التمرين الرابع  ) 

I. عتبر الدالة العددية نg  بـ :  المعرفة عمى المجموعة    x 2g x 1 1 x e   . 

 . gأدرس تغيرات الدالة  (1

x ،استستج أنه دن أجل كل عدد حقيقي  (2 g x 0 . 

II.  نعتبر الدالة العدديةf  بـ :  المعرفة عمى المجموعة  x 2f x x 1 xe   . 

نسمي  fC   المسحني الممثل لها في المستوي المسسو  إى  المعم  المتعادد و المتاان

 O,i, j. 

أحسب  -1 
x
lim f x


و   
x
lim f x


. 

x   ،بين أنه دن أجل كل عدد حقيقي -2   f ' x g x  ث  استستج اتجاه تغير الدالة

f . وركل جدول تغيراتها 

أحسب  -3   
x
lim f x x 1


    . ث  فسَر الستياة هسدسيا 

أدرس الوضعية السسبية لممسحني  -4 fC  بالسسبة اى  المستقي   ذي المعادلة

y x 1 . 

أ( بين أن  -5 I نقطة انعطاف لممسحني  3;2 fC. 

بين ان المسحني ( ب fC  يقطع محور الفواصل في نقطة فاصمتها 
0x  حيث

00 x 0.2 . 

بين المسحني  ( ج fC يقبل مماسا T   يوازي المستقي   يطمب تعيين دعادلة

 ديكارتية له .

أرس  ث   f(-1)أحسب   ( د T  ،  و fC. 

عدد و إرارة حمول المعادلة ذات  mناقش بيانيا وحسب قي  الوسيط الحقيقي  -6

التالية : xالمجهول الحقيقي   x 2E : xe 1 m 0    . 

بـ : المعرفة عمى المجموعة  Fنعتبر الدالة العددية  -7

   2 x 21
F x x x 1 x e 3

2

      

 2والتي تسعدم دن أجل القيمة  عمى  fدالة أصمية لمدالة  Fبين أن الدالة 

 لممتغير .



 

   نقاط( 50التمرين الأول  ) 

في الفضاء المسسو  إى  المعم  المتعادد والمتاان  O,i, j,k  نعتبر السقط  

   B 6;1;5 ,A 3; 2;2 و C 6; 2; 1   و المستوي P : x y z 3 0    

 قائ  .ABCبرهن أن المثمث  (1

برهن أن المستوي  (2 P   عمودي عمى المستقي ABر دن السقطة ويمA. 

أكتب دعادلة ديكارتية لممستوي   (3 P' المستوي العمودي عمى AC و المار دن

 .Aالسقطة 

أكتب تمثيلا وسيطيا لممستقي   (4  كلا دن المستويين دستقي  تقاطع P و

 P'. 

أ( نعتبر السقطة   (5 D 0;4; 1  بين أن المستقي . AD عمودي عمى المستوي

 ABC. 

 .ABCDأحسب حا  رباعي الوجوه  ( ب

radهو  BDCبين أنَ قي  الزاوية  ( ج
4


. 

و المستوي  Aث  استستج المسافة بين السقطة  BDCأحسب دساحة المثمث  ( د BDC. 

  نقاط( 50التمرين الثاني :) 

ين المركبين نعتبر العدد
1z  2وz  ، حيث

1z 3 i 3   و
2z 3 3i  . 

أكتب العددين  (1
1z  2وz . عمى الشكل الأسي 

لمتعادد و المتاان  المبارر في المستوي المركب المسسو  إى  المعم  ا (2 O,u,v  نعتبر

 التي لواحقها  Eو  B,Aالسقط 

1z   ،2z  3و 1 2z z z  . عمى الترتيب 

 قائ  ودتساوي الساقين .OABبرهن أن المثمث  ( أ

 دربع . OAEBاستستج أن الرباعي  ( ب

OEأ( بين أن :  (3 2 6  و أن 
5

u;OE
12


. 

عين القيمتين المضبوطتين لكل دن  ( ب
5

cos
12


و  

5
sin

12


 . 

لثانيالموضوع ا  



أحسب  ( ج
2016

3z . 

بحيث يكون العدد  nعين قي  العدد الطبيعي  ( د

n

3z

2 6

 
 
 
 حقيقيا .  

  نقاط( 50التمرين الثالث :) 

نعتبر المتتالية العددية  n n
u


0المعرفة بـ :  

1
u

5
  ودن أجل كل عدد طبيعيn ،

n
n 1

n

2u
u

2u 1
 


 

n ،nتحقق أنه دن أجل كل عدد طبيعي  -1 1

n

1
u 1

2u 1
  


. 

n  ،nأ( برهن أنه دن أجل كل عدد طبيعي  -2

1
0 u

2
  

،   nأنه دن أجل كل عدد طبيعيتحقق  ( ب
 n n

n 1 n

n

u 1 2u
u u

2u 1



 


ث  بين أن 

المتتالية  n n
u


 دتزايدة .

هل  ( ج n n
u


 دتقاربة ؟ عين نهايتها . 

:  nنضع دن أجل كل عدد طبيعي  -3
n

n
n

n

3 u
v

2u 1



 

أثبت أن المتتالية  ( أ n n
v


qهسدسية أساسها   6 . 

أحسب عبارة  ( ب
nv  بدلالةn  ث  استستج أن

n

n n 1

2
u

3 2 



. 

nأحسب  ( ج
n
lim u


. 

  نقاط( 50لرابع :) التمرين ا

 : الجزء الأول  

المعرفة عمى المجال  gنعتبر الدالة العددية      0;  : بما يمي  2g x x 2ln x . 

 .gأدرس تغيرات الدالة  -1

استستج إرارة  -2 g x  عسددا يتغيرx  في المجال 0;. 

 : الجزء الثاني 



المعرفة عمى المجال  fنعتبر الدالة العددية  0;  : بما يمي

   
2

f x 1 x 1 ln x
x

    

نسمي  fCلمسحني الممثل لمدالة اf   في المستوي المسسو  إى  المعم  المتعادد و المتاان

 O,i, j. 

أحسب أ(  -1 
x 0

lim f x




و   
x
lim f x


 

x ،بين أنَه دن أجل كل عدد حقيقي دوجب تمادا  (أ  
 
2

g x
f ' x

x


 . 

 وركل جدول تغيراتها  fاستستج اتجاه تغير الدالة  (  

بين أن المستقي  أ(  -2  ذي المعادلةy 1 x   دقار  دائل لممسحني fC  عسد. 

أدرس الوضع السسبي لممسحني  ( ب fC  بالسسبة اى  المستقي  . 

ن أن المعادلة  بيَ  ( ج f x 0  تقبل حلا وحيدا  ، 0.41حيث 0.42. 

بين أن المسحني  ( د fC  يقبل مماسا T  يوازي المستقي   يطمب تعيين

 دعادلة ديكارتية له .

أرس   ( د  ، T  و fC. 

عدد و إرارة حمول المعادلة  mقي ناقش بيانيا وحسب قي  الوسيط الحقيـ 3

 التالية :xذات المجهول الحقيقي    E :f x m x . 

 

 

 

‌‌‌بالتوفيق‌جميعا‌منياتي‌لكمت 

 والنجاح‌في‌البكالوريا

 



 

 

 علوم تجريبيةشعبة :      6102الإمتحان التجريبي ماي تصحيح 

 الموضوع الاولتصحيح 

 
 التمرين الأول :

I.  حل المعادلة    2 2 4 0E : z z² z   : 

  2 2 4 0z z² z     2يكافئ 0z    2أو 4 0z² z   

2 0z   2 معناهz  

  حل المعادلة 2 4 0z² z ...    

2حساب المميز :  - 4 1 4 4 16 12²         

نضع  
2

12 2 3i² i   

المعادلة  -  هما :  ركبين متمايزينتقبل حلين م 

1

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
         ،2

2 2 3
1 3

2

i
z i

 
    

مجموعة حلول المعادلة  E هي 2 1 3 1 3S , i , i    
 

II.  : 1لدينا 3 1 3B Az i ,z i       2وCz  

أ( تبيان أنَ :  -0
3

i
B C

A C

z z
e

z z







 

  : لدينا

  
  

3 3 3 31 3 2 3 3

1 3 2 3 3 3 3 3 3

B C

A C

i iz z i i

z z i i i i

        
  

         
 

ومنه   -
9 6 3 3 6 6 3 1 3

12 12 12 2 2

B C

A C

z z i
i i

z z

  
    


 

أي  -
3

1 3

2 2

i
B C

A C

z z
i e

z z




  


لانَ :          

22
1 3 1 3

1
2 2 2 2

B C

A C

z z
i

z z

   
      

    
 

 
1 3

2
2 2 3

Arg i k k



 

    
  

 :ABCب( تعيين طبيعة المثلث 

   : 1لديناB C

A C

z z

z z





1ومنه  

CB

CA
  أيCB CA 



 

 

دينا : ول 2
3

B C

A C

z z
Arg k k

z z




 
   

 
أي     2

3
CA;CB k k


    ومنه

ABC .مثلث متقايس الأضلاع 

ج( تعيين مركز ونصف قطر الدائرة C  المحيطة بالمثلثABC: 

  : 2لديناAz OA 
  

،

  

2Bz OB   2وCz OC  

2OAوبالتالي :  OB OC    أي النقطB,A  وC  تنتمي إلى دائرة C  مركزها

 0 0O 2rونصف قطرها ;  

أ( تعيين طبيعة -2   مجموعة النقط M z :من المستوي التي تحقق 

 2 0z z zz   

 2 0z z zz       معناه 2 0x iy x iy x² y²      

4ومنه  0x² y² x    : وبالتالي 
2 22 4x y   

أي أنَ    هي دائرة مركزها النقطة 2 0;   2ونصف قطرهاr . 

تنتميان إلى  Bو  Aب( التحقق من أنَ  : 

1لدينا :  - 3 2 1 3 2AA z z i i r           

1ولدينا :  - 3 2 1 3 2BB z z i i r           

تنتميان إلى  Bو  A وبالتالي  . 

وزاويته  Aدوران مركزه النقطة  Rلدينا  -3

3


. 

 :Rبالدوران  Bتعيين صورة النقطة ‌(‌أ

  : لدينا R B B'  معناه
B' Bz az b   

  : ولدينا

3 3
a cos i sin

 
         أي

1 3

2 2
a i   

  : ولدينا كذلك   1 3
1 1 1 3 1 3

2 2
Ab a z i i i

 
         

 
 

  : إذن 1 3
1 3 1 3 2

2 2
B' Cz i i i z

 
        
 

 

ومنه  R B C
 

تعيين ‌(‌أ
Dz  لاحقة النقطةD  صورة النقطةC  بالدورانR: 

1 3 1 3
1 3 2 1 3 2 2 3

2 2 2 2
D Cz i z i i i i

   
             
   

 

2أي  2 3Dz i 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  استنتاج طبيعة الرباعيABCD: 

 معين لأنَ : ABCDالرباعي 

  ABCD  1لأن :  متوازي أضلاع 3 1 3 2 3
AB

z i i i       و

2 2 3 2 2 3
DC

z i i     

2أي  3
AB DC

z z i   

BC لدينا : و   CD  لأن R B C  و R C D
 

صورة ج(    بالدورانR : 

هي  C  َلأن R O     و R B C
 

 التمرين الثاني :

       2 8 4 5 4 3 3 2 4 1 4 5D ; ; ,C ; ; ,B ; ; ,A ; ;     و 1 5 1u ; ; 

2تبيان أنَ( 0 11 0x z    معادلة للمستوي ABC: 

 في المعادلة السابقة نجد : C,B,Aنعوض بإحداثيات النقط 

 

 

 

1 2 5 11 11 11 0

3 2 4 11 11 11 0

5 2 3 11 11 11 0

     


     


     

 

2ومنه  11 0x z    معادلة للمستوي ABC
 



 

 

كتابة تمثيل وسيطي للمستقيم  (6 T  المار من النقطةD اع والموازي للشع

 1 5 1u ; ;: 

  أي 1 5 1u ; ;  شعاع توجيه للمستقيم T. 

   

2

5 8

4

x t

T : y t t

y t

 


  
    

لدينا : (3  7P : x y z   

تبيان أن المستويين ‌(‌أ ABC  و P ق المستقيم يتقاطعان وف

   

11 2

4

x t

: y t t

z t

 


   
 

 

  نعوض جملة التمثيل الوسيطي للمستقيم   في معادلة ABC  : نجد

11 2 2 11 0t t     0ومنه 0t . 

  نعوض جملة التمثيل الوسيطي للمستقيم   في معادلة P  : نجد

11 2 4 7 0t t t               0أي 0t  

وبالتالي    محتوى في كل المستويين ABC و P  فهما إذن متقاطعان وفق

تقيم المس . 

اثبات أنَ ‌(‌ب T  و  : ليسا من نفس المستوي 

  : لدينا
1 5 1

1 1 1


 
 

غير مرتبطين خطيا أي أنَ  'uو  uوبالتالي           Tو  غير

 متوازيين . فهما إما متقاطعان أو ليسا من نفس المستوي .

نحل الجملة 

 

 

 

11 2 2 1

4 5 8 2

4 3

t t' ...

t t' ...

t t' ...

  


  

  

فنجد 

4

0

t

t'





 

بالتعويض في المعادلة  1  : نجد 11 2 4 0 2    مستحيلة ( ومنه ( T  و   ليسا

 من نفس المستوي .

لدينا :  (4 3 0 4E ; ;   و 3 3 5F ; ;. 

   َالتحقق من أن E  : 

في جملة التمثيل الوسيطي لـ  Eنعوض بإحداثيات النقطة    : نجد

3 11 2 4

0 4 4

4 4

t t

t t

t t

    
 

     
     

 



 

 

ومنه  E 
 

  َالتحقق من أن F T : 

في جملة التمثيل الوسيطي لـ  Fنعوض بإحداثيات النقطة  T  : نجد

3 2 1

3 5 8 1

5 4 1

t t

t t

t t

     
 

     
      

 

ومنه  F T
 

لدينا :  (5   S : ME.FE    

تعيين معادلة ديكارتية للمجموعة ‌( أ S  بدلالة 

  : لدينا 3 4ME x; y; z           و 6 3 9FE ; ;  

ME.FE     معناه     6 3 3 9 4x y z        

18أي  6 3 36 9x y z         6ومنه 3 9 54 0x y z       

طبيعة المجموعة  S  هي مستو شعاع ناظمي له : 6 3 9n ; ;
 

بحيث يكون  تعيين قيمة ‌( ب S  المستوي المحوري للقطعة FE : 

  لدينا S  المستوي المحوري للقطعة FE   معناه S  يمر من منتصف FE 

 Iوليكن 

إذن  -

3 3
0

2 2

0 3 3

2 2 2

4 5 1

2 2 2

E F
I

E F
I

E F
I

x x
x

y y
y

z z
z

 
  

 
  

  
  

 

بالتعويض في المعادلة السابقة نجد :  -
3 1

6 0 3 9 54 0
2 2

         

9أي  54 0         63وبالتالي  

 التمرين الثالث

  : 0لدينا 2u  أجل كل عدد طبيعي  ومنn ،1

2 1
1

3 3
n nu u n    

3حساب  -0 2 1u ,u ,u: 

1 2 3

7 26 97

3 9 27
u ; u ; u  

 

n ،3nuأ( البرهان بالتراجع على أنَه من أجل كل عدد طبيعي  -6 n  

  نسمي P n . هذه الخاصية 

0nمن أجل  (1  : لدينا 



 

 

0 2u   وبالتالي
0 3u   ومنه P n  0صحيحة من أجلn . 

نفرض صحة  (2 P n  َ3أي نفرض أنnu n   ونبرهن على صحة 1P n   أي

نبرهن أنَ : 
1 4nu n   

  : 3لديناnu n   ومنه 
2 2

3
3 3

nu n       إذن 
2 1 2 1

1 3 1
3 3 3 3

nu n n n      

وبالتالي :  
1

2 1
2 1

3 3
nu n n       أي

1 3nu n    ومنه
1 3 4nu n n     

إذن 
1 4nu n       ومنه 1P n  . صحيحة 

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنَ  P n  صحيحة من أجل كل عدد طبيعيn. 

n  ،أنَه من أجل كل عدد طبيعي البرهان على ‌( ب 1

1
3

3
n n nu u n u     

لدينا :  nمن أجل كل عدد طبيعي 

   1

2 1 1 1
1 2 3 3 3

3 3 3 3
n n n n n n nu u u n u u n u n u            

 

  استنتاج اتجاه تغير المتتالية nu: 

3nuلدينا :  - n  3منه و 0nn u     أي 
1

3 0
3

nn u    

وبالتالي 
1 0n nu u    ومنه nu . متزايدة 

لدينا :  -3
n nv u n   من أجل كل عدد طبيعيn. 

البرهان على أنَ المتتالية ‌( أ nv : هندسية 

  : لدينا   1 1

2 1 2
1 1 1

3 3 3
n n n nv u n u n n u n           

أي 
1

2

3
n nv v   ومنه nv  هندسية أساسها

2

3
q   وحدها الأول

0 0 0 2v u  
 

، nتبيان أنَه من أجل كل عدد طبيعي ‌( ب
2

2
3

n

nu n
 

  
 

 

  : لدينا
2

2
3

n

n nu v n n
 

    
 

  

nحساب 
n
lim u


  :
2

3

n

n
n n
lim u lim n
 

  
     

   

لأن         
2

0
3

n

x
lim


 
 

  

 

لدينا : 

0

k n

n k

k

S u




  و
n

n

S
T

n²
 

 :nبدلالة  nSحساب   (4



 

 

   
1

0 1 0

1
1 2 1

1 2

n

n n

q n
S v v ... v ... n v n

q


           


 

وبالتالي 

1
2

1
2 23

2 2 3 1
2 2 2 3 3 2 2

1
3

n

n

n

n n² n n²
S



 
                   

 

ومنه 
2 1 1

6 4
3 2 2

n

nS n n²
 

    
 

 

2

6 4 2 1 1 1 1

3 2 2 2

n

n
n

n n n

S
lim T lim lim

n n² n² n  

  
           

    
1

2
n

n
lim T



 

 التمرين الرابع

 :gدراسة تغيرات الدالة  (0

 : حساب النهايات 

لدينا :  -    21 1 x

x x
lim g x lim x e 

 
       لأن

2x

x
lim e 


  

لدينا :

 
      1 2 21 1 1 1x x x

x x x
lim g x lim x e lim e e e xe   

  
        

 

 : حساب المشتقة 

     2 1 21 2x x xg' x e x e x e          
 

  جدول التغيرات 

 

 

 

 

 

x  ،استنتاج أنه من أجل كل عدد حقيقي   0g x : 

  من أجلx  فان   0g x ;          ومنه  0g x  

لدينا :   21 xf x x xe    

 حساب النهايات : -0

    21 x

x x
lim f x lim x xe 

 
      لأن

 

2

1

x

x

x

lim xe

lim x

 





  



  

  

               2                      x 

                   0          g' x 

 1                                                                                                                                                            

              

                     0  

 g x 



 

 

 fC

   21 x

x x
lim f x lim x xe 

 
      لأن

 

2

2 2

1

1
0

x

x

x x
x x x

lim x

x x
lim xe lim lim

e e e



 


  

   



   
 

 لدينا :  xتبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي -6   f ' x g x 

  : لدينا     2 2 21 1 1x x xf ' x e xe x e g x            

ومنه    f ' x g x
 

  استنتاج اتجاه تغير الدالةf: إشارة f ' x  من إشارة g x 

  
 

 

 جدول تغيرات الدالةf  

 

 

 

حساب -3

   1
x
lim f x x


   : 

     2 21 1 1 0x x

x x x
lim f x x lim x xe x lim xe   

  
          

 

 : التفسير الهندسي 

1yادلة المستقيم ذي المع x   مقارب مائل للمنحني fC  عند. 

دراسة الوضعية النسبية للمنحني -4 fC  بالنسبة إلى  1: y x   

  ندرس إشارة الفرق f x y: 

نا : لدي -  2xf x y xe   

                                    0                               x 

                                      0                  

 f x y

 

 fC  فوق                            fC تحت   

   
  

يقطع        

 

الوضع 

 النسبي 

تبيان أنَ النقطة أ( -5 2 3I نقطة انعطاف للمنحني  ; fC: 

                                                                x 

                                                       f ' x 

                                                              x 

                                                                    f ' x 

 

                                     

                                                                                                               

 f x 



 

 

  : لدينا      22 xf '' x g' x x e    

  جدول إشارة f '' x: 

 

fالمشتقة الثانية  تنعدم من  ''

2xأجل    مغيرة إشارتها أي النقطة 2 3I نقطة انعطاف للمنحني  ; fC. 

تبيان أن المنحني ‌(ب  fC  في نقطة فاصلتها
00 0 2x . : 

  الدالةf  مستمرة ورتيبة تماما على المجال 0 0 2;  ولدينا : .

-  0 1f    و  0 2 20 2 0 2 1 0 2 0 8 1 21 0 41.f . . . e . . .         

ومنه    0 0 2 0f f .  

حسب مبرهنة القيم المتوسطة فان المعادلة  -  0f x   تقبل حلا وحيدا
0x  حيث

00 0 2x .  

أي  fC يقطع x' x  في النقطة 0 0x حيث  ;
00 0 2x . 

 

ج( تبيان أنَ المنحني  fC يقبل مماسا T  يوازي المستقيم  : 

 T  يوازي   معناه  معامل توجيه المماس T  1يساوي 

أي   1f ' x   ومنه  1g x   :  وبالتالي  21 1 1xx e    

إذن :   21 0xx e     1ومنه 0x      1أيx  

  كتابة معادلة ديكارتية للمماس T: 

      1 1 1 1 1 1y f ' x f x e x e            أي  1T : y x e  
 

د( حساب  1f : 

        3 31 1 1 2 22 09f e e .          

  : الرسم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                2                              x 

                                 0                  f '' x 



 

 

المناقشة البيانية لحلول المعادلة  -2  2 1 0xE : xe m     
2 1 0xxe m          معناه

2 1xxe m     

 ومنه
21 xx xe x m        أي f x x m  

  إذن حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع المستقيم ذي المعادلة

y x m   الموازي لكل من   و T 

 ا كان إذ 1m ;   . فان المعادلة تقبل حلا وحيدا سالبا 

  1إذا كانm   . المعادلة تقبل حلا معدوما 

  إذا كان 1 1m ;e   . المعادلة تقبل حلين موجبين 

  1إذا كانm e   1المعادلة تقبل حلا وحيدا هو. 

إذا كان  1m e ;   . فان المعادلة ليس لها حل 

2والتي تنعدم من أجل القيمة  على  fدالة أصلية للدالة  Fتبيان أنَ الدالة  -7

 للمتغير :

  : لدينا   2 21
1 3

2

xF x x x x e       

ومن
      2 2 2

2

1 1 1 1 1

1

x x x

x

F' x x e x e x x e

x xe

     

 

           
 

  

 

أي     F' x f x 

  : ولدينا   2 2 2 01
3 2 2 1 2 3 2 2 3 3 3 3 0

2
F e e               

 .للمتغير2والتي تنعدم من أجل القيمة  على  fدالة أصلية للدالة  Fوبالتالي 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 الموضوع الثانيتصحيح 

 

 التمرين الأول :

لدينا :    6 1 5 3 2 2B ; ; ,A ; ;  و 6 2 1C ; ;   والمستوي  3 0P : x y z    

 قائم : ABCالبرهان على أنَ المثلث  (0

لدينا :  - 3 3 3AB ; ;  ، 3 0 3AC ; ;  و 0 3 6BC ; ;  

ولدينا :      3 3 3 3 3AB ² ² ²     و     3 0 3 3 2AC ² ² ²      

و      0 3 6 3 5BC ² ² ²      

BC²إذن :  AB² AC²   المثلث ومنهABC في النقطة قائم A. 

البرهان على أنَ المستوي  (6 P عمودي على المستقيم AB ويمر من النقطةA: 

  : لدينا 1 1 1n ; شعاع ناظمي للمستوي  ; P 

إذن  -
3 3 3

3
1 1 1
         3ومنهAB n  أيAB n  وبالتالي   AB P 

في معادلة  Aنعوض بإحداثيات النقطة  - P : 3نجد 2 2 3 0     أي A P 

المستوي وبالتالي :  P عمودي على المستقيم AB ويمر من النقطةA 

كتابة معادلة ديكارتية للمستوي  (3 P'ستقيم العمودي على الم AC والمار من

 :Aالنقطة 

لدينا :  3 0 3AC ; ; شعاع ناظمي للمستوي P'وبالتالي معادلة للمستوي P' من

3 الشكل : 3 0x z d   

 نجد : Aنعوض بإحداثيات النقطة  dتعيين قيمة  -

   3 3 3 2 0d      3ومنهd   

وبالتالي معادلة للمستوي  P' :3 3 3 0x z    1أي 0x z   

تمثيل وسيطي لـ كتابة  (4  مستقيم تقاطع المستويين P و P': 

  : لدينا

3 0

1 0

x y z

x z

   


  
أي           

3 0

1

x y z

x z

   


 
وبالتالي  

1 3 0

1

z y z

x z

    


 
إذن :  

1

2 2

x z

y z

 


  
 

zنضع :  t  : وبالتالي   

1

2 2

x t

: y t ; t

z t

 


    
  

أ( تبيان أن المستقيم  (5 AD  عمودي على المستوي ABC 

  : لدينا 0 4 1D ; ;  وبالتالي 3 6 3AD ; ; : إذن 



 

 

-      3 3 6 3 3 3 18 18 0AD.AB            ومنهAD AB 

-      3 3 6 0 3 3 9 9 0AD.AC            ومنهAD AC 

المستقيم وبالتالي  AD  عمودي على المستوي ABC
 

 :ABCDحساب حجم رباعي الوجوه ‌(‌ب

1

3
ABCD ABCv S AD            

لدينا :  -
3 3 3 2 9 6

2 2 2
ABC

AB AC
S

 
    و

     3 6 3 54 3 6AD ² ² ²       

أي 
1 9 6

3 6 27
3 2

ABCDv uv                       27ABCDv uv
 

هو  BDCتبيان أنَ قيس الزاوية ‌( ج

4
rad


: 

نا : لدي - 6 3 6DB ; ; و 6 6 0DC ; ; 

وبالتالي :  6 6 3 6 6 0 36 18 54DB.DC          

ولدينا :  - DB.DC DB DC cos DB,DC   

 81 72DB.DC cos DB,DC    أي 
54 1 2

29 6 2 2
cos DB,DC   


  

45BDCومنه     

  :BDCد( حساب مساحة المثلث 

- 
1 1 2

9 6 2 27
2 2 2

BDCS DB DC sinBDC us        

والمستوي  Aاستنتاج المسافة بين النقطة  - BDC: 

لدينا :      
1 1

27 27
3 3

ABDC BDCv S d A, BCD d A, BCD       

ومنه   
27

3
1

27
3

d A, BDC  



               3d A, BDC 
 

 لثاني :التمرين ا

  : لدينا 
1 3 3z i   و

2 3 3z i   

2كتابة العددين  (0 1z ,z : على الشكل الأسي 

لدينا :  -   
22

1 3 3 9 3 12 2 3z       



 

 

نضع :  - 1 1Arg z   إذن

1

1

3 3

22 3

3 1

22 3

cos

sin






 





 


ومنه   1 2
6

k k


    

وبالتالي : 
6

1 2 3
i

z e



 

لدينا :  -   
2 2

2 3 3 3 9 12 2 3z        

نضع :  - 2 2Arg z   إذن

2

2

3 1

22 3

3 3

22 3

cos

sin






   





 


ومنه  

 2

2
2 2

3 3
k k k

 
         

وبالتالي : 

2

3
2 2 3

i

z e



 

لدينا :  (6
3 1 2z z z  

 قائم ومتساوي الساقين : OABعلى أنَ المثلث  البرهان‌(‌أ

  : لدينا

2
2

3
3 62 2

1 6

2 3

2 3

i
i i

B O

i
A O

z z z e
e e

z z z
e


  



 
 

 


   


 

1ومنه  -
OB

OA
  أيOB OA      و   2

2
OA,OB k k


    

 .ينقائم ومتساوي الساق OABأي أنَ المثلث 

 مربع : OAEBاستنتاج أنَ الرباعي ‌(‌ب

   : لدينا 

2OB
z z  1و 2 1 2AE

z z z z z     

AEأي أنَ   OB   

 متوازي أضلاع . OAEBومنه الرباعي 

  : ولديناOAB قائم ومتساوي الساقينث مثل 

 مربع . OAEBوبالتالي 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

2أ( تبيان أنَ  (3 6OE : 

  : لدينا   
2 2

2 2 2 2 3 2 3 12 12 24OE OA AE       

24ومنه  2 6OE   

  َتبيان أن 
5

12
u,OE


: 

لدينا :  -     u,OE u,OA OA,OE   

ومنه   2 3 5

6 4 12 12
u,OE

    
    

تعيين القيمتين المضبوطتين لكل من ‌(‌ب
5

12
cos


و  

5

12
sin


: 

لدينا :    3 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3z z z i i i         
 

  : 3ولدينا

5 5
2 6

12 12
z cos i sin

  
  

 
 

 بالمطابقة نجد :

5 3 3 3 6 3 2 6 2

12 12 42 6
cos

   
   

و 
5 3 3 3 6 3 2 6 2

12 12 42 6
sin

   
  

 

 

ج( حساب 
2016

3z: 

 

   

2016
2016

3

2016

2016 5 2016 5
2 6

12 12

2 6 840 840

z cos i sin

cos i sin

 

 

  
  

 

 

 

أي  
2016

2016

3 2 6z 
 



 

 

بحيث يكون ، nد( تعيين قيم العدد الطبيعي 
3

2 6

n
z 

 
 

 حقيقيا : 

3

2 6

n
z 

 
 

      معناه  حقيقيا  
5 5

12 12

n n
cos i sin

  
 

 
 حقيقيا  

ومنه 
5

0
12

n
sin


  وبالتالي

5

12

n
k


  5أي 12n k  

5إذن  12n k      12ومنه
5

k
n

 
  

 
وبالتالي     12n k' k' 

 

 التمرين الثالث:

 نا : لدي
0

1

5
u     ومن أجل كل عدد طبيعيn  ،1

2

2 1

n
n

n

u
u

u
 


 

n   ،1كل عدد طبيعيالتحقق أنه من أجل  -0

1
1

2 1
n

n

u
u

  


 

1 لدينا :

2 2 1 1 1
1

2 1 2 1 2 1

n n
n

n n n

u u
u

u u u


 
   

  
1ومنه :  

1
1

2 1
n

n

u
u

  


 

، nأ( البرهان على أنه من أجل كل عدد طبيعي  -6
1

0
2

nu  

نسمي  P n . هذه الخاصية 

0nمن أجل  -1  : لدينا 
0

1

5
u           و

1 1
0

5 2
   0أي

1
0

2
u  

اذن  P n  0صحيحة من أجلn . 

نفرض صحة  -2 P n  : َأي نفرض أن
1

0
2

nu   ونبرهن صحة 1P n   أي

1 نبرهن أنَ :

1
0

2
nu  . 

لدينا :  -
1

0
2

nu   0ومنه 2 1nu   1أي 2 1 2nu     

وبالتالي  
1 1

1
2 2 1nu
 


إذن    

1 1
1

2 1 2nu
    


  

وأخيرا : 
1 1

0 1
2 1 2nu

  


1أي     

1
0

2
nu    ومنه 1P n  . صحيحة 

حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فان  P n كل عدد طبيعي  صحيحة من أجل n. 

،  nالتحقق انه من أجل كل عدد طبيعي ‌( ب
 

1

1 2

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u



 


 



 

 

  : لدينا
 2 2

1

1 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

n nn n n n n n
n n n

n n n n

u uu u u u u u
u u u

u u u u


  
     

   
 . 

  تبيان أن المتتالية n n
u


 متزايدة : 

ندرس اشارة الفرق : 
1n nu u  

لدينا :  -
 

1

1 2

2 1

n n

n n

n

u u
u u

u



 


 

ولدينا : 
1

0
2

nu   1ومنه 2 0nu          0أي 1 2 1nu   

لي : وبالتا 
1

0 1 2
2

n nu u           

ولدينا :      -
1 1

1
2 2 1nu
 


ومنه               

 1 2 1
0

2 1 2

n n

n

u u

u


 


 

أي 
1 0n nu u    وبالتالي المتتالية n n

u


 .متزايدة 

دراسة تقارب المتتالية ج(  n n
u


: 

 n n
u


متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  

1

2
فهي متقاربة وتتقارب من العدد  

1

2
. 

تعيين نهاية المتتالية  n n
u


: 

1

2
n

n
lim u



 

: nلدينا من أجل كل عدد طبيعي  -3
3

2 1

n

n
n

n

u
v

u



 

اثبات أن المتتالية ‌( أ n n
v


 هندسية : 

  : لدينا

1

1
1

1

3

2 1

n

n
n

n

u
v

u











  

1

1
1

1

2 6 3
3 3

3 2 1 2 1

2 4 2 12 1
2 1

2 1 2 1

n
n n n

n

n n n
n

n n nn

n n

u u

u u u
v

u u uu

u u








 
 

 
  

 
 

 

      

1أي  6
2 1

3n

n
n

nu

u
v   



 2 1nu


 3
6 6

2 1 2 1

n

n
n

n n

u
v

u u


  

 
ومنه   n n

v


هندسية أساسها  

6q   وحدها الأول

0

0
0

0

1 1
1

3 15 5
1 32 1 3

2 1
5 5

u
v

u




    


  
 

 : nبدلالة  nvحساب عبارة الحد العام ‌( ب



 

 

  : لدينا
0

1
6

3

n n

nv v q     

  : َاستنتاج أن
1

2

3 2

n

n n
u





  

لدينا :  -
3

2 1

n

n
n

n

u
v

u



2ومنه     3n

n n n nu v v u   2أي 3n
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 التمرين الرابع:

 : الجزء الأول 

  : لدينا  2 2g x x ln x  

 :gدراسة تغيرات الدالة  -0

 : حساب النهايات 
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 : دراسة إشارة المشتقة 
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استنتاج إشارة  -6 g x: 
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 : الجزء الثاني 
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تبيان أنه من أجل كل عدد حقيقي ‌( ب 0x ;  ، 
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:  بما أنَ  fاستنتاج اتجاه تغير الدالة  ‌( ج  0g x   َفإن  0f ' x  
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أ( تبيان أنَ المستقيم  -6  1: y x   ني مقارب مائل للمنح fC  عند: 
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ومنه المستقيم    مقارب مائل للمنحني fC  عند. 

وضعية النسبية للمنحني دراسة ال‌( ب fC بالنسبة إلى  : 

ندرس إشارة الفرق  f x y. 
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                                             ‌

الوضع 
 النسبي 

ج( تبيان أنَ المعادلة   0f x   تقبل حلا وحيدا  0حيث 41 0 42. . : 

   لديناf  مستمرة ورتيبة تماما على المجال 0 41 0 42. ; . 

  : ولدينا   
2
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أي أنَ    0 41 0 42 0f . f .  

المعادلة حسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة   0f x   تقبل حلا وحيدا  حيث

0 41 0 42. .  

د( تبيان أنَ المنحني  fC  يقبل مماسا T  يوازي : 

  T  يوازي   معناه  معامل توجيه T  1يساوي  أي  1f ' x   

ومنه 

2

2

2
1

x ln x

x


        أي

2 22x lnx x  

2وبالتالي  0ln x         0إذنln x            1ومنهx  

 T  مماس للمنحني fC  1عند النقطة ذات الفاصلةx  

  كتابة معادلة ديكارتية للمماس T: 

        1 1 1 1 1 2 1 2 1y f ' x f x x x               

ي أ  1T : y x  
 

 : الرسم 

 

 

 

 

 



 

 

المناقشة البيانية لحلول المعادلة  (4   f x m x m  : 

  حلول المعادلة هي فواصل نقط تقاطع المنحني fC  مع المستقيم ذي المعادلة

y m x   الموازي لكل من Tو  

  إذا كان 1m ;   . المعادلة ليس لها حل 

  1إذا كانm    1المعادلة تقبل حلا هوx . 

  إذا كان 1 1m ;  . المعادلة تقبل حلين موجبين 

إذا كان  1m ;  . المعادلة تقبل حلا موجبا 

 

 

قالت إمرأة لزوجها وهي ترفع  من شأنها: أنت كالشاي وأنا كالبسكوتة  فلا طعم 

للشاي بدون بسكوتة.... فرد بهدوء قائلا: احذري أن تذوبي في الشاي فتختفين ويبقى 

 الشاي يبحث عن بسكوتة أخرى. 
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